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Ozet: Bu calismada smir kosulunda spektral parametreyi iceren impulsive Sturm-Liouville simr deger
probleminin spektral karakteristikleri incelenmis ve ters problem icin teklik teoremi verilmistir.
Anahtar Kelimeler: Ters problem, spektrum, diferansiyel ifade.

Direct and I nver se Problems for I mpulsive Sturm-Liouville
Boundary Value Problem with Spectral Parameter

Contained in Boundary Condition
Abstract: In this study, the spectral characterigtics of impulsive Sturm-Liouville boundary value problem with
spectral parameter contained in boundary condition are investigated and uniqueness theorem for inverse problem
isgiven.
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1. Giris
Asagidaki simir deger problemini gbz 6niine alalim:
-y gy =1y, | =k q(x)1 L; (0p) (D
y'(0)=0
sinka _ )

0,

y(p)coska- y'(p) ”
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y(d+0)=ay(d- 0)

3
y'(d+0)=a ly'd- 0), 0£a£d£% 3

(1) diferansiyel denkleminin (2) simir kosullarim saglayan ¢Ozimlerinin aranmasi
problemi [12]-[13] calismalarinda da gosterildigi gibi b yaricapli kire igerisinde kompakt
supportun bir homojen olmayan medyumu icin asagida verilen G boyutlu ters akustik sacilma
probleminin ¢bzimiinde ortaya ¢ikmstir.

Du +k*n(X)u =0,
u(x) = exp(ik(x,a)) +u*(x);
limr sl

r®¥ g ﬂr

ik 2=0
4]

Orijinal problemin parametrelerine bagli olan, (1)-(2) problemindeki a parametresi ve

g(x) potansiyeli
q(x) = B2q(BX), a= %, X = ;‘jn(t))é dit
1 n"r) 5 (n(r)° 4 3
W=y 6oy O OO

seklindedir.

Ayrica daha o6nce sinir kosullarinda spektral parametrenin lineer sekilde icerildigi
durum [14]-[15] ¢caligmalarinda incelenmistir.

Diger taraftan aralikta sireksizlige sahip sinir deger problemleri matematik, mekanik
fizik ve jeofizik gibi bilim dallarinda siklikla karsimiza ¢ikar. Sireksizlige sahip olmayan
diferansiyel operattrlerin ters ve diiz spektral problemleri [2]-[6] calismalarinda incelenmistir.
Sireksizligin varligi operatorlerin incelenmesinde temel niteliksel gelismeler saglamustur.
Sireksizlige sahip sinir deger problemleri icin diiz ve ters problemlerin ¢esitli formilasyonlar:
[7]-[8] vediger calismalarda ele alinmustir.

(1)-(3 problemini L ile gosterdim. q(x)=0 i¢cin (1) denkleminin

e,(0,k) =1, %0,k) =ik baslangig kosullarim ve (3) siireksizlik kosullarim saglayan ¢ozimii

asagidaki gibidir:
|exp|kx O<x<d
& (X k) =
a “expikx+a” expik(2d - x), d<x<p
Buradaa” —Egéwlg, a’ __ge -—_d1r

14



Ke(x9)T L, (0p), Ki(x)T L,(0p),
K (X, X) =a—2+2‘g(t)dt

N 0 (4)
K(x,-x)=0

K(x,2d- x+0)- K(x.2d- x- 0) :%Eg(t)dt,
olmak Uzere, q(x)* 0 oldugunda
e(x,K) =e,(x, k)+z‘j?(x,t)eik‘dt, K(xt) =K(xt)- K(x,-t)

gogteriminin varligi R. Kh. Amirov [1] tarafindan gosterilmistir.
Ayrica bu ¢alismada,

j () =2 k) + elxk)}

(1) denkleminin j (o,k) =1, j '(0,k) =0 baslangi¢ kosullarim ve (3) sureksizlik kosullarin

saglayan ¢6zUmu olmak Uizere,

i (k) =] o(x k) + K (x,t) cosktdt (5)
0
seklinde bir gbsterimin mevcut oldugu ispatlanmustir.
Burada
| coskx, O<x<d
Jo(x k)= (6)
Ta *coskx+a” cosk(2d- x), d<x<p
chr.

2. Spektrumun Ozellikleri
Bu bdlimde L probleminin spektrumu 6grenilecektir. L, ile L probleminde q(x) =0

oldugu durumu belirtelim.

siny/l a

N y '(p,1 ) =cosy/I a baslangic

y (Xx,k) fonksiyonu (1) denklemininy (p,l ) =

kosullarim saglayan ¢ozuma olsun.

Lemma 1: y (x1,)= - et S”‘Fa I8 ;w1 Y eitlii her nl N icin saglanir.

(SN
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‘|T9/(X )l‘J

Ispat: D(I,,) =W( y ), =WG ), =) *(x1, x& (x4

D(I,,)=0vej ?(x,1,)* 0 oldugundan y (x,I,)=bj (xI,) olur. Son esitlikte x=p

_y@l,)_ snfl,a
AR AR

Lemma 2: L probleminin 8zdegerleri reel, ayrik ve basittir.

yazilrsa b, elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Ispat: ilk olarak L probleminin 6zdegerlerinin reel oldugunu gosterelim; Kabul edelim ki, |

sayisi L probleminin bir 6zdegeri ve j (x,1 ) bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonu olsun.

Bu durumda q(x)1 L% (0,p) oldugundan

) ") +a()p (1) =15 (x1)
-J 1) +a0d) (1) =1j (x1)

esitlikleri saglanir. Bu eitlikleri sirasiyla j (x| ) vej (x,1) ile carpilip taraf tarafa cikarilr

ve (0,p) araigindaintegrallenirse,
g 06 (1) -] 01 (] )9:0+§ (CADACABE I CADNE )E,:+0
=( -1 )p(‘j_(x,l ¥ (%1 )dx

elde edilir.j (x,1 n)j_(x,l ) fonksiyonlart L probleminin dzfonksiyonlar: oldugundan, (2)

sinir kosulu ve (3) siireksizlik kosulunu saglarlar. Buradan
_ . p _
O=( -1)g ) (x1)dx
0

esitligi elde edilir. j (x,1 ,)* O oldugundan, | =1 olur.
L probleminin karakteristik fonksiyonu D(k)tam fonksiyon oldugundan D(Kk)’ nin

sifirlar1 ayriktir. Bu ise 6zdegerlerin ayrik olmasi sonucunu verir.
Simdi, 6zdegerlerin basit oldugunu gosterelim.

-y ") +aly (k1) =1y (x1)
-3l a0 (kT =1 (1)

esitlikleri srasiyla j (x,1,) vey (x,1) ile carpilip taraf tarafa gikarilir ve (0,p) araliginda

integrallenirse,
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[i 0y (1) =y D) (o8] +i ey (1) -y (6D (1)
=0 1) (1] Ol )

son ssitlikte j (x,1 ) fonksiyonunun L probleminin bir 6zfonksiyonu oldugunu goz 6niine

alirsak
YO =0 - 1) 0l ) (xl,)dx

elde edilir. Dolayisiyla (2) den

(ID-(I|)):d 1)y (%1 ,)dx

olur. Son ssitlikte | ® | iken limite gegersek
. p
D(l,)= sm—\/7a S 2(x,1)dx
TSN
esitligini  buluruz. Buradan D(I )1 0 oldugu aciktir. BOylece Lemma2'nin ispati

tamamlanmis olur

Teorem 3: L probleminin (')'zdegerleri ve 0zfonksiyonlar igin
k, =, =k + k° k° ()

j (x.k,)=a"cosk’x+a" cosk’(2d- x)+ % - 6)

asimptotik ifadeleri gegerlidir. Burada, z,,s,1 ¢,, d,,b,1 ¢,, ayricak?, L, probleminin
(2n+1)p
2(p-a)
ispat: L probleminin karakteristik fonksiyonunu D(k) ile L, problemininkini de D, (k) ile

ozdegerlerinin karekoklerini belirtmektedir ve k° = +h, {h}T ¢, seklindedir.

gbgterelim. Bu durumda asagidaki esitlikleri yazabiliriz:

D(k) =j (p.,k)coska- | (p,k)Sir;(ka

D, (k) =a* cosk(p - a)+a" cosk(2d- p - a)

D(k) fonksiyonunda (5) ve (6) esitlikleri kullanilirsa;
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D(k) =Do(k)+2—iﬁ(p,2d- p- O)sink(a+2d-p)
1% - 1 .
+EK(p,2d- p - O)sink(a- 2d +p)- EK(p,p)Slnk(p +a)

- iK(p,p)sink(a- p)- iK(p,2d- p +0)sink(a+2d- p)

2d- p-ON
-2—K(p 2d- p +0)sink(a- 2d+p)+% O K(p.t)cosk(a+t)dt+
0
1 -P- 1 P
5 o) K(p,t)cosk(a- t)dt+= ) K(p,t)cosk(a+t)dt+
0

2d-p+0

1 2d-p-0~ 1 p .
— O Kx(p,h)sink(a-t)dt- = @ Kx(p,t)sink(a+t)dt-
2k 0 2d-p+0
p o~
2—1k O Kx(p.t)sink(a- t)dt

esitligi bulunur. Son esitlikte kismi integrasyon yapilirsa,

D(k) =D, (k)- %g’K(p,Zd- p-0)- K(p,2d- p - O)jsink(a+2d-p)+

2d-p-0

1K(p,p)sink(p- a)- 2_1k O Kip,t)sink(a+t)dt+
0
1 2d- p 0 1
— 9 Ki(p,t)sink(a- t)dt- = 0 Ki(p,t)sink(a+t)dt+
2k 0 2d-p+0
1 1 2d-p- ON
— 0 Ki(p,t)sink(a- t)dt- = ¢ Kx(p,t)sink(a+t)dt-
2k2d p+0 2k 0
1 2d-p- ON 1 p .
— O Kx(p,t)sink(a-t)dt- = @ Kx(p,t)sink(a+t)dt-
2k 0 2d-p+0
1
— 0 Kx(p,t)sink(a- t)dt
2k2d p+0
esitligi elde edilir.
G, = k:K =+ 28 n=012..
i 1728
G, ={k:[k- kI]*d, d>0},n=012,.

olarak gosterelim. Burada d <<% olacak sekilde d secilir.

[9] calismasinda gosterildigi gibi kT G, igin [D, (k)| C, exp(|imk|p) dr.
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Diger taraftan [4] den, n'in yeterince biiyik degerlerinde k1 G, igin,

lime "™ (D(k)- D,(K)) =

K@ ¥

I|me"”"“pl gK(p 2d-p-0)- K(p,2d-p - O)Fsink(a+2d-p)+

K@ ¥

2d-p-0

%K(p,p)sink(p - a)- 2_1k ) K(p.t)sink(a+t)dt+
1 24P 1 =
— (‘) Kt(p,t)sink(a-t)dt-— O Ki(p.,t)sink(a+t)dt+
2k 0 2d-p+0
1 1 2d- p 0
— 0 Ki(p,t)sink(a- t)dt- — 0 Kx(p,t)sink(a+t)dt-
2k2d p+0 2k
1 2 P- 0 1 P
— 0 Kx(p,t)sink(a-t)dt- = ¢ Kx(p,t)sink(a+t)dt-
2k 2d-p+0
L5 Ru(p.hsink(a- t)dth =0
2k2d p+0 %
oldugundan,

ID(K)- D, (K)| < - exp(jimip)

esitsizligini elde ederiz.

Sonug olarak nl N nin yeterince bilyik degerlerinde ki G, igin,

ID(K)- By (K)| < exp(|imK}p) <C, exp(|imK}p ) <[ (k)|

elde edilir. Rouche teoreminden ni Nnin yeterince blyuk degerlerinde G, cevresinin
sinirlandirdig: bolge icerisinde, D, (k) ile D(k) =D, (k)+(D(k)- D,(k)) fonksiyonlariin
sifirlarinin sayis1 katlariyla birlikte aymdir. Yani bu fonksiyonlar (n+1) sayida: kj,k;,....K
sifirlarina sahiptir.

d yeterince kiiclk oldugundan e, = o(1) olmak tizere k. =k°® +e_ esitligi gegerlidir.

k. sayilart D(K) karakteristik fonksiyonunun sifirlar: oldugundan,
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D(k,) =Dy(K +e,)- 157 §K(p.2d-p- 0)- K(p,2d- p - O)fisin k) +e, ) (a+2d- p)+

n n

~ 2d-p-0N
kS +e, K(p,p)sin(kr?+en)(p - a)- 2(kn++en) ? Kt(p,t)sin(k,?+en)(a+t)dt+
1 Zd'E'ORt(p t)Sin(k0+e )(a- t)dt- s P Rt(p t)sin(k0+e )(a+t)dt+
2(k2+e”) ? | n 2(kr?+en)2d-p0+0 ’ o
p‘ ~ i 0 1 2d-|i-0~ - .
—z(kg+en)2d_?+0Kt(p,t)Sln(kn +e,)(a- t)dt- 2icee) 0 Kxp.hsin(k® +e,)(a+t)dt-
1 2d-p-0 b

O Kx(p.)sin(k +e,)(a+t)dt-

) 06 Kx(p,t)sin(k,?"'en)(a_ t)dt- 2(kno—+en)2d-p+0

2(kr?+en

Ly Rap.psin(ke+e, )(a- t) et
2(kive, ), O, T

D, (k) siniis tipli fonksiyon oldugundan [10] her ni N iin |Do(k?)® g, olacak
sekilde g, >0 sayist vardir. [11] calismasindan dolay: kﬁ:%w, hi s,

gecerlidir. Diger taraftan,
D, (k) =a* cosk(p - a)+a " cosk(2d - p - a), Do(k,? +en) = Do(kf)en +0(e,)

oldugundan

e,= - {8Kp.,2d-p- 0)- K(p,2d- p - Ofisin(K +e,) (a+2d- p)-

gf)(kr?)+o(1)g(kr?+en)

2d-p-0
1 p

K(p.p)sin(k +e,)(p - a) +3 0 K.yysin(k? +e, ) (a+t)dt -

N
o

o° core

o

o~ p o~
Kt(p,t)sin(kf,’+en)(a-t)o|t+E O Kip.h)sin(k) +e,)(a+t)dt-
L2ho

Kip.ysin(kS +e,)(a- t)dt+> ¢ Kx(p,)sin(k +e,)(a+t)dt+
0

NN
S o
;
o
+
N

o° °Or3

o o

’Kx(p,t)sin(k:+en)(a-t)dt+3 P Ke(p,t)sin(k? +e,)(a+t)dt+
2d-p+0

Kx(p.t)sin(k? +e,)(a- t)dtg
+0

NI, NP NP NI

2d-

o

(4) esitliginden

20



a sin(k°+e )(a+2d- p)- a+sin(kr?+en)(p a)®

e, = rT - cﬂ(t)dt+ T,
2(kr?+en)a?)(kr?)+o(1)g ks
& o
bulunur. Buradan
en-k—g %, z1¢,,d1¢,

oldugu elde edilir. Dolayisiyla

k=l = k°+k—g+kg, z10,,d1¢,
esitligi ispatlanmis olur.
Simdi (8) asimptotik formulinin dogru oldugunu gosterelim,

2d-x-0

j (x,k)=a"coskx+a  cosk(2d- x)+ 0 K (x,t) cosktdt + 0 K (x,t) cosktdt

2d- x+0

=a " coskx+a " cosk(2d - x)+%R(x,2d- x- 0)sink(2d - x)+ER(x,x)sinkx

2dx0

-—K(x2d x+0)sink(2d - X)_E o K t(x,t)sinktdt-1 0 K¢ (x,t) cosktdt

2d- x+0

o

son esitlikte k yerine k yazarsak ve k. =k° +e,_ oldugunu g6z oniine alirsak,
j (xk,)=a"cos(k +e,)x+a" cos(k? +e,)(2d - x)

sin(k? +e,)(2d - X)

+ €K (x,2d - x- 0)- K(x,2d - x+0)4

(K +e,)
Sn(k0+e) K K in(k° tdt +O
+(k,?—n) (x,x)-(ko—+e)0 (xt)sm(kn +en) (e,)
=a " cosk’x+a" cosk?(2d - x)+ io +-
Burada,
sm(k0+e) ( )(2d x)eK e e O R(x 24 Xt OM4O
S«—WK(X ,X) - (1+en/k,?) (% x- 0)- K(x, x+0)H+0O(e,)

olup, sinirl bir dizidir.

3. TersProblem

Bu boliimde L probleminin 6zdegerlerinden yararlanarak tek sekilde belirlenebilecegi

hakkinda bir teorem ispatlanacak.
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=L(q(x),a) ve[:L(a(x),é) olmak tizere {I,} L probleminin, {I~n} ise L
probleminin 6zdeger dizisi olsun.
Teorem4:1 =l vej (p,1.)=j (p,1.),n3 0, iseL =L dir. Yani, hemen hemen heryerde
a=aveq(x)=q(x) di.

Ispat: | n:I~n oldugundan n’in yeterince blytk degerleri igin, t 1 — =0() ssitligi
(P-a) (p-a)

dogrudur. Buradan a = a oldugu asikardir.

D(I'), ! 'mn %.mertebeden tam fonksiyonudur. Dolayisiyla Hadamard teoreminden

D(1 ) kendi sifirlarylatek olarak belirlenebilir. Buradan! , =1 nise D(I )=D(I ) oldugu

cikar. Simdi asagidaki egrisel integrali goz oniine alalim,

Burada, C, =il :|l |= (N +1)2p2P.
(p-a) 'b
F(): —mg (x1)-] (XI )Ug/ x1)-y (XI )U olsun. F(l ymin | =1 noktalarinda basit

kutuplara sahip | *mn meromorf fonksiyonu oldugu aciktir. Dolayisiyla,

res(F(l ),In)—Tg(x D=1 00 g (1) -y (%10
D

_ sinyfl ,a
D(1,)i (P! )f

Diger taraftan, N nin yeterince blyik degerlerinde |, ® Oolur. Dolayisiyla,

§ (x1,)-1 (] )

pid — MR g 1) Gl =0
" D(,) @ )f

elde edilir. Buradan j (x,1 )=j (xI.), n3 0 oldugu ¢kar. Son esitlik (1) diferansiyel

denklemi ile birlikte goz dniine alinirsa. g(x) = q(x) h.h.y. olur. Bu ise ispat: tamamlar.
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